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Õàéíö Øóìàí

ÂÂÅÄÅÍÈÅ Â ÈÇÓ×ÅÍÈÅ ÊÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÅ×ÅÍÈÉ

Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ CABRI 3D

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Èñòîðèÿ ïðåïîäàâàíèÿ ýòîãî ðàçäåëà � êðèâûõ
2-ãî ïîðÿäêà, òî åñòü êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé (êîíèê) �
èìååò ñâîè ïîäúåìû è ñïàäû (Schupp, 1988). Ïîñëå-
äíèé ïðèìåð ïðåíåáðåæåíèÿ ýòèì ðàçäåëîì � ïåðå-
íîñ öåíòðà òÿæåñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ íà
äðóãèå òåìû, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî êîíè÷åñêèå ñå÷å-
íèÿ � ïðåêðàñíûé ïðèìåð âçàèìîñâÿçè ãåîìåòðèè è
àëãåáðû. Äðóãèå àðãóìåíòû â ïîëüçó êîíèê � èõ ïðè-
ìåíåíèÿ â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ (îðáèòû ñïóòíèêîâ
è äð.), ïðèìåíåíèÿ â ñàìîé ìàòåìàòèêå, áîãàòñòâî
çàäà÷ è ò. ä.

Íîâûå ïðîãðàììíûå ñðåäû, â ÷àñòíîñòè, ñèñ-
òåìû äèíàìè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ïðåäëàãàþò íîâûå ìå-
òîäû èçó÷åíèÿ êîíèê. Â òî âðåìÿ êàê õîðîøî èçâåñ-
òíàÿ ìîíîãðàôèÿ Schupp (1988) ïîñâÿùåíà â îñíîâ-
íîì ìåòîäàì ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ âèçóàëèçàöèè
êîíèê, Schumann (1991) áûë ïåðâûì, êòî óêàçàë íà
èíòåðåñíûå ïðèìåíåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïðè
èçó÷åíèè êîíèê. Äî ñèõ ïîð ïðè èçó÷åíèè ýòîé òåìû
îãðàíè÷èâàëèñü äâóìåðíûì ñëó÷àåì, ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò ñàìîé ïðèðîäå ñå÷åíèé è äàæå èõ íàçâàíèþ.
Ïðè÷èíà ýòîãî � â òîì, ÷òî äî íåäàâíåãî âðåìåíè
äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ íå áûëî ïîäõîäÿùèõ ñðåäñòâ.
Cabri 3D ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé ýôôåêòèâíîé ñèñòåìîé
òðåõìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

2. ÊÎÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÅ×ÅÍÈß
Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Äëÿ àäåêâàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîíèê êàê ïëîñ-
êèõ ñå÷åíèé êîíóñà íåáõîäèìû àäåêâàòíûå ïðîãðàìì-
íûå ñðåäñòâà. Cabri Géomètre 3D (Laborde, J. M.;
Bainville, E., Cabri Géomètre 3D, 2004) � ïåðâàÿ ñè-

Ðèñóíîê 1. Êðóãîâîé êîíóñ.

Ðèñóíîê 2. Âàðüèðóåì êîíóñ.

Ðèñóíîê 3. Ýëëèïòè÷åñêîå
ñå÷åíèå.
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ñòåìà òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè, êîòîðàÿ äàæå â âåðñèè 1.0
óäîâëåòâîðÿåò ìíîãèì òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê
èíñòðóìåíòàì òðåõìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ïî-
äîáíûì òåì, êîòîðûå ðåàëèçîâàíû â ñèñòåìàõ ïëàíè-
ìåòðèè.

Íèæåñëåäóþùèå ïðèìåðû äàþò òîëüêî íåïîëíîå
ïðåäñòàâëåíèå î äèíàìè÷åñêèõ âîçìîæíîñòÿõ Cabri 3D.

Ïîñòðîèì êîíóñ ñ ïîìîùüþ Cabri 3D, èñïîëüçóÿ
îêðóæíîñòü íà ïëîñêîñòè è òî÷êó íà íîðìàëè ê ïëîñêî-
ñòè (ðèñóíîê 1). Åãî ôîðìó ìîæíî ìåíÿòü, ïåðåìåùàÿ
âåðøèíó (ðèñóíîê 2).

Òåïåðü ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êîíóñ ñ ðàçíûõ
ñòîðîí ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîé âèðòóàëüíîé ñôåðû,
âñòðîåííîé â Cabri 3D.

Äàëåå ïîñòðîèì ïëîñêîñòü, ïåðåñåêàþùóþ êîíóñ,
è êðèâóþ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ â ýòîì ñå÷åíèè. Ïðè ýòîì
Cabri 3D óêàçûâàåò, ÷òî êðèâàÿ � ýëëèïñ (ðèñóíîê 3).
Ìû ìîæåì òàêæå ïîñìîòðåòü íà ýòî ñå÷åíèå ñíèçó (ðè-
ñóíîê 4).

Ïîâåðíåì òåïåðü èçîáðàæåíèå òàê, ÷òîáû ïëîñ-
êîñòü âûãëÿäåëà êàê ïðÿìàÿ ëèíèÿ. Ñòàíîâèòñÿ âèäíî,
÷òî óãîë ìåæäó áàçîâîé è ñåêóùåé ïëîñêîñòÿìè ìåíü-
øå, ÷åì ìåæäó áàçîâîé ïëîñêîñòüþ è áîêîâîé ïîâåðõ-
íîñòüþ (ðèñóíîê 5).

Ïîñòðîèâ ñå÷åíèå, ïàðàëëåëüíîå îáðàçóþùåé êîíó-
ñà, ïîëó÷àåì â ñå÷åíèè ïàðàáîëó (ðèñóíêè 6, 7).

Ìåíÿÿ ïîëîæåíèå ñåêóùåé ïëîñêîñòè òàê, ÷òîáû
åå óãîë ñ îñíîâàíèåì êîíóñà áûë áîëüøå, ÷åì óãîë ñ
áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, ïîëó÷àåì ãèïåðáîëó. Âòîðàÿ âåòâü
ãèïåðáîëû ðàñïîëîæåíà íà êîíóñå, ñèììåòðè÷íîì èñ-
õîäíîìó îòíîñèòåëüíî âåðøèíû (ðèñóíêè 8, 9). Êàê è
ðàíüøå, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü èçîáðàæåíèå ñî âñåõ
ñòîðîí (ðèñóíîê 10).

Åñëè ñå÷åíèå ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó, ïîëó÷àåì
ïàðó ïðÿìûõ (ðèñóíîê 11) è ò. ä.

Ðèñóíîê 4.
Ýëëèïòè÷åñêîå ñå÷åíèå,

âèä ñíèçó.

Ðèñóíîê 5.
Ïîëîæåíèå ñåêóùåé ïëîñêîñòè
ïðè ýëëèïòè÷åñêîì ñå÷åíèè.

Ðèñóíîê 6. Ïîëîæåíèå
ñåêóùåé ïëîñêîñòè

ïðè ïàðàáîëè÷åñêîì ñå÷åíèè.

Ðèñóíîê 7.
Ïàðàáîëè÷åñêîå ñå÷åíèå.

Ðèñóíîê 8. Ïîëîæåíèå
ñåêóùåé ïëîñêîñòè ïðè

ãèïåðáîëè÷åñêîì ñå÷åíèè.

Ðèñóíîê 9.
Ãèïåðáîëè÷åñêîå ñå÷åíèå.
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Ðèñóíîê 11.
Ïîãðàíè÷íûé ñëó÷àé.

Ðèñóíîê 10.
Ãèïåðáîëè÷åñêîå ñå÷åíèå,

âèä ñíèçó.

Òåïåðü ïîêàæåì, ïî÷åìó ñå÷åíèå íà ðèñóíêå 13
ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì, òî åñòü ïî÷åìó ñóììà ðàññòîÿíèé
äî äâóõ äàííûõ òî÷åê îäèíàêîâà äëÿ âñåõ òî÷åê êðè-
âîé. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì ýëåãàíòíûé ìåòîä, âïåðâûå
îïèñàííûé Dandelin 1794 �1847 (ñì. Manual of School
Mathematics, Vol. 4, p. 116/117).

Ñíà÷àëà âïèøåì â êîíóñ äâå ñôåðû, êàñàþùè-
åñÿ ñåêóùåé ïëîñêîñòè. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïîêàæåì
òîëüêî êîíòóðû êîíóñà (ðèñóíîê 12). Ðàäèóñû ñôåð
ïîëó÷èëè, îïóñòèâ ïåðïåíäèêóëÿðû íà îáðàçóþùèå
êîíóñà. Ðàäèóñû, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ñåêóùåé ïëîñ-
êîñòè, ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êè êàñàíèÿ (êàê áóäåò äî-
êàçàíî � ôîêóñû ýëëèïñà). Íà ñå÷åíèè îòìå÷åíà òå-
êóùàÿ òî÷êà Ð (ðèñóíîê 13).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: F1, F2 � òî÷êè êàñàíèÿ;
k1, k2 � îêðóæíîñòè, ïî êîòîðûì ñôåðû êàñàþòñÿ êî-
íóñà; B1, B2 � òî÷êè ïåðåñå÷åíèè îáðàçóþùèõ, ïðîõî-
äÿùèõ ÷åðåç P, ñ îêðóæíîñòÿìè k1, k2; A1, A2 � êîíöû
îáðàçóþùèõ óñå÷åííîãî êîíóñà, ðàñïîëîæåííîãî ìåæ-
äó k1, k2.

Îòðåçêè B1B2 è A1A2 êîíãðóýíòíû îòíîñèòåëü-
íî ïåðåìåùåíèÿ ïî áîêîâîé ïîâåðõíîñòè óñå÷åííî-
ãî êîíóñà.

Òî÷êè B1, F1 è, ñîîòâåòñòâåííî, B2,  F2 � òî÷êè
êàñàíèÿ ñ âïèñàííûìè ñôåðàìè; âìåñòå ñ P îíè îáðà-
çóþò êàñàòåëüíûå ñå÷åíèÿ, ðàñïîëîæåííûå íà êàñà-
òåëüíîì êîíóñå ñ âåðøèíîé â òî÷êå Ð (ðèñóíîê 14
äëÿ ïåðâîé ñôåðû; òî÷êà F1' ñèììåòðè÷íà F1 îòíîñè-
òåëüíî ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç P è îñü êîíóñà).

Ñëåäîâàòåëüíî, PB1 è PF1 èìåþò òó æå äëèíó,
÷òî è PB2, PF2.

Îòñþäà PF1 + PF2 = PB1 + PB2 = A1A2 = const.
Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî êðèâàÿ â ñå÷åíèè ÿâëÿåòñÿ

ýëëèïñîì. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî îáðàçóþùèå óñå÷åííî-

Ðèñóíîê 12.
Êîíóñ è âïèñàííûå ñôåðû,

êàñàþùèåñÿ ñåêóùåé ïëîñêîñòè.

Ðèñóíîê 13.
Ïîñòðîåíèå ê äîêàçàòåëüñòâó.

Ðèñóíîê 14. Êàñàòåëüíûé êîíóñ.
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ãî êîíóñà, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó k1, k2, èìåþò òó æå
äëèíó, ÷òî è áîëüøàÿ îñü ýëëèïñà.

Ñëó÷àé ïàðàáîëû èëè ãèïåðáîëû ðàññìàòðè-
âàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

3. ÄÐÓÃÀß ÒÎ×ÊÀ ÇÐÅÍÈß:
ÊÎÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÅ×ÅÍÈß ÊÀÊ ÎÁÐÀÇÛ

ÎÊÐÓÆÍÎÑÒÈ Â ÖÅÍÒÐÀËÜÍÎÉ ÏÐÎÅÊÖÈÈ

Ïðîãðàììà Cabri 3D òàêæå óäîáíà äëÿ òðåõ-
ìåðíîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ êîíèê êàê îáðàçîâ îêðóæ-
íîñòåé â öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè. Ðèñóíîê 15 ïîêà-
çûâàåò, êàê êîíóñ, ïîñòðîåííûé ñ ïîìîùüþ îêðóæ-
íîñòè, ëåæàùåé â îáúåêòíîé ïëîñêîñòè, è âåðøèíû
Z, ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü ïðîåêöèè ïî ýëëèïñó. Åñëè
îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé âåð-
øèíó êîíóñà (íà ðèñóíêå 15 îíà îáîçíà÷åíà êàê
vanishing plane), òî ñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîé.
Èçîáðàæåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñî âñåõ ñòîðîí
(ðèñóíîê 16, âèä ñíèçó, ïðè ïðîçðà÷íîé îáúåêòíîé
ïëîñêîñòè). Íà ðèñóíêàõ 17 è 18 èçîáðàæåíî ãèïåð-
áîëè÷åñêîå ñå÷åíèå.

Íà ðèñóíêå 19 èçîáðàæåíà êîíôèãóðàöèÿ, ïî-
ëó÷åííàÿ ïîñòðîåíèåì ýëëèïñà, äëÿ êîòîðîãî îêðóæ-
íîñòü ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì ïðè öåíòðàëüíîé ïðîåê-
öèè (k: ïðîîáðàç, k': îáðàç; îñíîâàíèå ïåðïåíäèêó-
ëÿðà, îïóùåííîãî èç Z íà ïëîñêîñòü ïðîåêöèè �
òî÷êà H, à ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ îáúåêòíîé ïëîñ-
êîñòè è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç Z, ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïëîñ-
êîñòüþ ïðîåêöèè íà âûñîòå h). ×òîáû ïîñòðîèòü
îáðàç k' îêðóæíîñòè k, îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð èç
òî÷êè P, ëåæàùåé íà îêðóæíîñòè, íà îñü a, A �
îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, ... ; ZHAV � ïðÿìîóãîëü-
íèê ïî ïîñòðîåíèþ. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðîåêòèðó-
þùåãî ëó÷à ZP ñ ïðÿìîé AH åñòü îáðàç P' òî÷êè Ð.

Ðèñóíîê 15. Ýëëèïñ è ïàðàáîëà
êàê îáðàçû îêðóæíîñòè
â öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè.

Ðèñóíîê 17. Ãèïåðáîëà êàê îáðàç
îêðóæíîñòè â öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè.

Ðèñóíîê 16. Òî æå, âèä ñíèçó.

Ðèñóíîê 18. Âèä ñíèçó äëÿ ðèñóíêà 17.
Ðèñóíîê 19. Ýëèïñ êàê îáðàç îêðóæíîñòè

â öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè
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Ïðè äâèæåíèè òî÷êè Ð ïî îêðóæíîñòè òî÷-
êà P' çàïîëíÿåò îáðàç îêðóæíîñòè. Ïðîåê-
òèðóþùèé ëó÷ ZP ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé
êîíóñà, ïîðîæäåííîãî îêðóæíîñòüþ k è òî÷-
êîé Z . Óáðàâ ïëîñêîñòü ïðîåêöèè è êîíóñ,
ïîëó÷àåì ñöåíàðèé ïîñòðîåíèÿ (ðèñóíîê 20).

Ñîâìåñòèâ ïëîñêîñòü ïðîåêöèè ñ
îáúåêòíîé ïëîñêîñòüþ (ðèñóíîê 21), ïîëó-
÷èì äâóìåðíûé âàðèàíò ïîñòðîåíèÿ îáðàçà
îêðóæíîñòè ñ ïîìîùüþ öåíòðàëüíîé ïðî-
åêöèè êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé îñåâîé ïðîåê-
öèè (ðèñóíîê 22). Òåïåðü ïðèìåíèì Cabri
II Plus ê ýòîé äâóìåðíîé êîíñòðóêöèè äëÿ
ïîñòðîåíèÿ êîíèê íà îñíîâå îêðóæíîñòè.
Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ: îêðóæíîñòü íå ïå-
ðåñåêàåò è íå êàñàåòñÿ ïðÿìîé v (ýëëèïñ:
ðèñóíîê 23), êàñàåòñÿ åå (ïàðàáîëà: ðèñó-
íîê 24), ïåðåñåêàåò åå (ãèïåðáîëà: ðèñó-
íîê 25).

4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ìû ìîæåì ïîäîáíûì îáðàçîì ðàñ-
ñìàòðèâàòü êîíèêè ñ ïîìîùüþ Cabri 3D,
èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ,
â êîòîðûõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêà-
þò êîíèêè.

Íàïðèìåð, ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êîíè-
êè êàê ïåðåñå÷åíèÿ ñâåòîâîãî êîíóñà ñ ïëîñ-
êîñòüþ. Ýòè êðèâûå, ïîëó÷åííûå ñ ïîìî-
ùüþ ïó÷êà ñâåòà, èñõîäÿùåãî èç òî÷å÷íîãî
èñòî÷íèêà Z (ðèñóíîê 26) ìîæíî èíòåðïðå-
òèðîâàòü êàê îáðàçû îêðóæíîñòè k ïðè öåí-
òðàëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè. Ïëîñêîñòü îê-

Ðèñóíîê 20. Ðèñóíîê 19 ñ ïðîçðà÷íîé
ïëîñêîñòüþ ïðîåêöèè.

Ðèñóíîê 21. Êîíôèãóðàöèÿ ðèñóíêà 20
â ñëó÷àå íàêëîííîé ïëîñêîñòè ïðîåêöèè.

Ðèñóíîê 23. Ïîñòðîåíèå ýëëèïñà
êàê îáðàçà îêðóæíîñòè ïðè îñåâîé ïðîåêöèè.

Ðèñóíîê 22. Îñåâàÿ ïðîåêöèÿ
íà îáúåêòíóþ ïëîñêîñòü.
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Ðèñóíîê 24. Ïîñòðîåíèå ïàðàáîëû êàê îáðàçà
îêðóæíîñòè ïðè îñåâîé ïðîåêöèè.

Ðèñóíîê 25. Ïîñòðîåíèå ãèïåðáîëû êàê
îáðàçà îêðóæíîñòè ïðè îñåâîé ïðîåêöèè.

Ðèñóíîê 26. Ïåðåñå÷åíèå ñâåòîâîãî êîíóñà
ñ ïëîñêîñòüþ.
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